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Introduzione
ProblemaProblema: risoluzione sistema lineare: risoluzione sistema lineare

AxAx = b= b
GCP converge solo per matrici SDP: un motivo GCP converge solo per matrici SDP: un motivo èè che per che per 
matrici non SDP non matrici non SDP non èè possibile avere possibile avere al contempoal contempo::

Problemi SDP sono molto comuni, ma per esempio la Problemi SDP sono molto comuni, ma per esempio la 
matrice del problema convezionematrice del problema convezione--diffusione non diffusione non èè SDPSDP

1.1. ortogonalitortogonalitàà
2.2. proprietproprietàà di minimizzazionedi minimizzazione
3.3. short short termterm recurrencerecurrence



Estensioni
Equazioni normali: GCP applicato al sistema SPD Equazioni normali: GCP applicato al sistema SPD 

AATTAxAx = = AATTbb
Metodi che forniscono Metodi che forniscono ortogonalitortogonalitàà + + minimizzazione minimizzazione con con 
una una longlong--termterm recurrencerecurrence (GMRES)(GMRES)
Metodi che forniscono la (bi)Metodi che forniscono la (bi)ortogonalizzazioneortogonalizzazione ((BiCGBiCG, , 
BiCGStabBiCGStab)      )      
Metodi che forniscono qualche proprietMetodi che forniscono qualche proprietàà di di 
minimizzazione (QMR)minimizzazione (QMR)



Metodi proiettivi
IDEA:IDEA: estrarre una soluzione approssimata del problema estrarre una soluzione approssimata del problema AxAx = b = b 
da un sottospazio                 di dimensione da un sottospazio                 di dimensione m.m.

Tale soluzione approssimata  può essere calcolata imponendo Tale soluzione approssimata  può essere calcolata imponendo mm
vincoli, tipicamente vengono imposte vincoli, tipicamente vengono imposte mm condizioni indipendenti condizioni indipendenti 
di ortogonalitdi ortogonalitàà sul vettore residuosul vettore residuo

definire implicitamente un altro sottospazio              definire implicitamente un altro sottospazio              generato generato 
dagli dagli mm vettori indipendenti utilizzati per lvettori indipendenti utilizzati per l’’ortogonalitortogonalitàà

In generale nei metodi proiettivi si ricerca una soluzione In generale nei metodi proiettivi si ricerca una soluzione 
approssimata in approssimata in KK tale che il vettore residuo tale che il vettore residuo èè ortogonale a  ortogonale a  LL
((condizioni di condizioni di PetrovPetrov -- GalerkinGalerkin))

nR⊂K

nR⊂L



Metodi proiettivi
Soluzione approssimataSoluzione approssimata

Residuo Residuo mm--simosimo

Se definisco:Se definisco:

Esprimo y come:Esprimo y come:

La relazione di ortogonalitLa relazione di ortogonalitàà diventa:diventa:
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Metodi proiettivi
In forma In forma matricialematriciale::

Posto che                         sia invertibile posso esprimerPosto che                         sia invertibile posso esprimere il e il 
vettore dei coefficienti come:vettore dei coefficienti come:

La soluzione approssimata sarLa soluzione approssimata saràà::
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Metodi proiettivi sugli spazi di Krylov
Una delle scelte piUna delle scelte piùù adottate per adottate per KK sono gli spazi di sono gli spazi di KrylovKrylov di di 
dimensione m associato ad Adimensione m associato ad A

Possono essere fatte diverse scelte per Possono essere fatte diverse scelte per LL: uno degli approcci pi: uno degli approcci piùù
validi validi èè basato sullbasato sull’’utilizzo del sottospazio di utilizzo del sottospazio di KrylovKrylov associato a associato a 
AATT

Un metodo proiettivo Un metodo proiettivo èè detto detto ortogonaleortogonale se se KK = = LL , , obliquo obliquo 
altrimentialtrimenti
Tutti i metodi proiettivi sono in origine metodi di Tutti i metodi proiettivi sono in origine metodi di 
ortogonalizzazioneortogonalizzazione del residuo costruito nello spazio di del residuo costruito nello spazio di KrylovKrylov
KKmm per rispetto allo spazio ausiliario per rispetto allo spazio ausiliario LLmm. Alcuni sono anche . Alcuni sono anche 
metodi di minimo del residuo metodi di minimo del residuo rrmm in una norma opportunain una norma opportuna
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GMRES
Determina la soluzione del sistema lineare 

Ax = b
minimizzando la norma del residuo                         

su tutti i vettori xm scritti come 

dove x0 è un vettore arbitrario iniziale e KKm è il sottospazio di 
Krylov generato dal residuo iniziale

{ }0
1

0
3

0
2

000 ,...,,,,)( rArArAArrspanrK m
m

−=

mm Axbr −=

∑
=

+=+
m

i
iim vzxKx

1
00



GMRES
1.1. OrtogonalizazioneOrtogonalizazione della basedella base
2.2. Minimizzazione della norma del residuoMinimizzazione della norma del residuo

GramGram SchmidtSchmidt



I vettori generati con questo procedimento verificano la 
seguente relazione

che può essere riscritta in forma matriciale:
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La matrice H è una matrice di Hessenberg ovvero ha la 
struttura seguente:

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

−

−−−−−

−−−−−−−

−−

−−

−−

−−

−−

mm

mmmm

mmmmmm

mmmmmmmm

mmm

mmm

mmm

mmm

mmm

h
hh

hhh
hhhh

hhhhh
hhhhhh
hhhhhhh
hhhhhhhh
hhhhhhhh

,1

,1,

,11,12,1

,21,21,31,4

,51,52,55,54,5

,41,42,45,44,43,4

,31,32,35,34,33,32,3

,21,22,25,24,23,22,21,2

,11,12,15,14,13,12,11,1

00
0

0
0

000
00

0

L

M

MMMOOO

L

L

L

L

L



Minimizazione della norma del residuo

m
T
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zHer mm −= 1β

FATTORIZZAZIONE QR:FATTORIZZAZIONE QR:

Qualunque matrice H può essere Qualunque matrice H può essere fattorizzatafattorizzata nel prodotto di una nel prodotto di una 
matrice ortogonale Q per una matrice triangolare alta Rmatrice ortogonale Q per una matrice triangolare alta R

Hm
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Minimizazione della norma del residuo

RzgminQRzeminzHemin m −=−=− 11 ββ
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FATTORIZZAZIONE QR:FATTORIZZAZIONE QR:

Qualunque matrice H può essere Qualunque matrice H può essere fattorizzatafattorizzata nel prodotto di una nel prodotto di una 
matrice ortogonale Q per una matrice triangolare alta Rmatrice ortogonale Q per una matrice triangolare alta R

Hm
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Minimizazione della norma del residuo
La matrice R assume la formaLa matrice R assume la forma

La soluzione a                      si ottiene risolvendo       La soluzione a                      si ottiene risolvendo       
dove       dove       èè ottenuta da R eliminando lottenuta da R eliminando l’’ultima riga e     sono ultima riga e     sono 
le prime m componenti di gle prime m componenti di g
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Minimizazione della norma del residuo

Il sistema               Il sistema               èè quadrato di piccole dimensioni e la quadrato di piccole dimensioni e la 
matrice del sistema matrice del sistema èè triangolare alta: quindi triangolare alta: quindi èè di semplice di semplice 
risoluzione utilizzando il metodo della sostituzione risoluzione utilizzando il metodo della sostituzione 
allall’’indietroindietro

Infine si noti che                             assume come valorInfine si noti che                             assume come valore e 
minimominimo

gzR ~~ =

mAxbzJ −=)(
1+mg



Algoritmo

ortogonalizzazioneortogonalizzazione



Osservazioni finali
GMRES GMRES èè ottimo nel senso che minimizza il residuo su un sottospazio di ottimo nel senso che minimizza il residuo su un sottospazio di 
dimensione crescente (dimensione crescente (proprietproprietàà di terminazione finitadi terminazione finita))
GMRES GMRES èè un metodo MOLTO costoso:un metodo MOLTO costoso:

Nelle applicazioni si definisce a priori un numero massimo Nelle applicazioni si definisce a priori un numero massimo pp di vettori di vettori 
che possono essere memorizzati. Dopo che possono essere memorizzati. Dopo pp iterazioni si calcola iterazioni si calcola 
ll’’approssimazione approssimazione xxpp si cancellano tutti i vettori dello spazio di si cancellano tutti i vettori dello spazio di KrylovKrylov e e 
si riparte con un nuovo spazio di si riparte con un nuovo spazio di KrylovKrylov avente come vettore generatore avente come vettore generatore 
rrpp = b = b -- AxAxpp
In questo modo però si perde la proprietIn questo modo però si perde la proprietàà di ottimo con conseguente di ottimo con conseguente 
rallentamento del metodorallentamento del metodo
LuckyLucky breakdownbreakdown

1.1. Memorizzazione:Memorizzazione: èè necessario mantenere in memoria tutti i vettori necessario mantenere in memoria tutti i vettori 
della base di della base di KrylovKrylov e tutta la matrice He tutta la matrice Hmm ((longlong--termterm recurrencerecurrence))

2.2. Costo Costo computazionalecomputazionale: : il costo della il costo della ortogonalizzazioneortogonalizzazione di                     di                     
GramGram--SchmidtSchmidt cresce allcresce all’’aumentare del numero di iterazioni aumentare del numero di iterazioni 



Convergenza
Supponiamo per semplicitSupponiamo per semplicitàà cheche

dove       dove       èè la matrice diagonale degli la matrice diagonale degli autovaloriautovalori e le colonne e le colonne 
di di VV sono i vettori normalizzati di A. Allorasono i vettori normalizzati di A. Allora

oppureoppure

La matrice La matrice VV può essere mal condizionatapuò essere mal condizionata
Non Non èè possibile porre in relazione la convergenza del possibile porre in relazione la convergenza del 
GMRES con la distribuzione degli GMRES con la distribuzione degli autovaloriautovalori di A in modo di A in modo 
semplicesemplice
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Precondizionamento
Il Il precondizionamentoprecondizionamento èè fondamentale per il successo dei metodi fondamentale per il successo dei metodi 
proiettivi basati sugli spazi di proiettivi basati sugli spazi di KrylovKrylov in applicazioni di fluidodinamicain applicazioni di fluidodinamica
EE’’ possibile usufruire di 3 diverse modalitpossibile usufruire di 3 diverse modalitàà di di precondizionamentoprecondizionamento::

bMAxM 11 −− =1.1. LeftLeft--preconditioningpreconditioning: : 

2.2. RightRight--preconditionigpreconditionig::

3.3. SplitSplit--preconditionigpreconditionig:: bLuAUL 111 −−− =
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residuo residuo precondizionatoprecondizionato:: ( ) mmm rAxbMy ≠−= −1

residuo residuo precondizionatoprecondizionato:: ( ) mmm rAxby =−=



Precondizionamento
Il Il precondizionamentoprecondizionamento pipiùù che ridurre il numero di che ridurre il numero di 
condizionamento di A serve a raggruppare gli condizionamento di A serve a raggruppare gli autovaloriautovalori
lontano dalllontano dall’’origineorigine
PrecondizionatoriPrecondizionatori pipiùù comuni:comuni:

Costo Costo computazionalecomputazionale: invece di applicare A : invece di applicare A èè neccessarioneccessario
applicare a un vettore (applicare a un vettore (stepstep 2) come2) come

kAvt =

1.1. Diagonale:                                con ADiagonale:                                con Aii la ila i--sima riga di Asima riga di A

2.2. Decomposizione ILUDecomposizione ILU

3.3. Approssimate dellApprossimate dell’’inversainversa

tMvk =+1

( )iAdiagM =



Precondizionamento
Profilo di convergenza del GMRES applicato ad una matrice molto Profilo di convergenza del GMRES applicato ad una matrice molto 
piccola (n=27) con due diversi piccola (n=27) con due diversi precondizionatoriprecondizionatori e diverse scelte per il e diverse scelte per il 
parametro di parametro di restartrestart nrestnrest



Metodi proiettivi non ortogonali per 
sistemi non simmetrici

Non consentono una previsione teorica a priori dellNon consentono una previsione teorica a priori dell’’erroreerrore
Sono basati su uno schema con costo Sono basati su uno schema con costo computazionalecomputazionale per singola per singola 
iterazione fissato (short iterazione fissato (short termterm recurrencerecurrence))
La soluzione approssimata:La soluzione approssimata:

IDEA:IDEA: scegliere scegliere VVmm e e WWmm in modo che                    sia in modo che                    sia tridiagonaletridiagonale e e 
quindi il sistema quindi il sistema 

sia risolvibile agevolmente mediante lsia risolvibile agevolmente mediante l’’algoritmo di algoritmo di ThomasThomas
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Metodo di Lanczos

Generiamo due basi per Generiamo due basi per KK e e LL tali chetali che

Le basi per un sottospazio di Le basi per un sottospazio di KrylovKrylov associato associato ripettivamenteripettivamente ad A e ad Aad A e ad ATT

possono essere calcolate mediantepossono essere calcolate mediante

ijj
T
i vw δ= Due successioni che soddisfano Due successioni che soddisfano 

tale relazione sono dette tale relazione sono dette 
biortogonalibiortogonali
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Metodo di Lanczos
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Metodo di Lanczos
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Metodo di Lanczos
LL’’aspetto piaspetto piùù interessante interessante èè che consente di aumentare la dimensione delle che consente di aumentare la dimensione delle 

basi di basi di KK e e L L usando solo gli ultimi 2 vettori della base;usando solo gli ultimi 2 vettori della base;

Vengono memorizzati solo Vengono memorizzati solo ααkk, , ββkk e e δδkk e invece di tutti gli e invece di tutti gli hhjkjk come avveniva come avveniva 
nel GMRES ovvero vengono memorizzati solo 3 vettori invece di unnel GMRES ovvero vengono memorizzati solo 3 vettori invece di una matrice a matrice 
di di HessenbergHessenberg;;

ci sono pici sono piùù probabilitprobabilitàà di di BreakdownBreakdown rispetto al GMRES: lrispetto al GMRES: l’’algoritmo si algoritmo si 
blocca quando                                  ovvero se:blocca quando                                  ovvero se:011 =++ k

T
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Algoritmo non simmetrico di Lanczos
per sistemi non simmetrici
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Algoritmo Two-sided Lanczos

LL’’adozione delladozione dell’’algoritmo algoritmo twotwo--sidedsided di di LanczosLanczos per costruire le basi per costruire le basi 
biortogonalibiortogonali per per KK e e L L in un metodo proiettivo porta alla soluzione in un metodo proiettivo porta alla soluzione 
di un sistema di un sistema tridiagonaletridiagonale di dimensione crescente ad ogni di dimensione crescente ad ogni stepstep
delldell’’algoritmoalgoritmo



Il metodo del gradiente biconiugato (BiCG)
EE’’ basato sul processo basato sul processo twotwo--sidedsided di di LanczosLanczos::

La relazione per la soluzione approssimata La relazione per la soluzione approssimata èè

Tra le diverse scelte che si possono effettuare per il vettore Tra le diverse scelte che si possono effettuare per il vettore 
zzkk, , BiCGBiCG imponeimpone

1.1. Dato un vettore arbitrario       non ortogonale a rDato un vettore arbitrario       non ortogonale a r00, costruisce 2 , costruisce 2 setssets di di 
vettori                                  e                      vettori                                  e                      tali chetali che

2.2. In forma In forma matricialematriciale::
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Il metodo del gradiente biconiugato (BiCG)

BiCGBiCG utilizza la utilizza la fattorizzazionefattorizzazione LDU per LDU per TTkk in modo da rendere in modo da rendere 
ll’’algoritmo algoritmo twotwo sidedsided di di LanczosLanczos ancora piancora piùù efficiente dal punto di efficiente dal punto di 
vista vista computazionalecomputazionale
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Il metodo del gradiente biconiugato (BiCG)

Visto il ruolo duale delle basi vVisto il ruolo duale delle basi vii e e wwii èè possibile definire il possibile definire il 
sistema duale                  e il corrispondente residuo tale sistema duale                  e il corrispondente residuo tale 
che               e  posto                     , si può dimostrache               e  posto                     , si può dimostrare che i re che i 
vettori      e       sono mutuamente vettori      e       sono mutuamente AA--ortogonaliortogonali

Per tale motivo il metodo Per tale motivo il metodo illustratoillustrato èè detto detto gradiente bigradiente bi--
coniugato (coniugato (BiBi--CGCG))
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Ad ogni Ad ogni stepstep èè richiesta lrichiesta l’’implementazione del prodotto per Aimplementazione del prodotto per ATT

La convergenza La convergenza èè tipicamente oscillante con ampie variazioni della tipicamente oscillante con ampie variazioni della 
norma del residuonorma del residuo

Algoritmo BiCG



Algoritmo BiCG stab
Il motivo Il motivo èè legato a come sono calcolati legato a come sono calcolati ααkk e e ββkk::

( ) 0
2*

0
* rArrr k

T
k

T
kk φρ == ( ) ( ) k

T
kk

T
k rrrAAr *

00
*

0
~ == φψρ

1.1. La convergenza La convergenza èè stabilizzatastabilizzata

2.2. Non Non èè necessario il prodotto per Anecessario il prodotto per ATT


