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Introduzione

O

Problema: risoluzione sistema lineare
Ax=Db

GCP converge solo per matrici SDP: un motivo ¢ che per
matrici non SDP non ¢ possibile avere al contempo:

1. ortogonalita
2. proprieta di minimizzazione
3. short term recurrence

Problemi SDP sono molto comuni, ma per esempio la
matrice del problema convezione-diffusione non ¢ SDP



Estension

0 Equazioni normali: GCP applicato al sistema SPD
ATAx=ATb
O Metodi che forniscono ortogonalita + minimizzazione con
una long-term recurrence (GMRES)

O Metodi che forniscono la (bi)ortogonalizzazione (BiCG,
BiCGStab)

O Metodi che forniscono qualche proprieta di
minimizzazione (QMR)
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Metodi proiettivi

0 |IDEA: estrarre una soluzione approssimata del problema Ax =b
da un sottospazio £ c R" di dimensione m.

0 Tale soluzione approssimata puo essere calcolata imponendo m
vincoli, tipicamente vengono imposte m condizioni indipendenti
di ortogonalita sul vettore residuo

1

definire implicitamente un altro sottospazio - — R" generato
dagli m vettori indipendenti utilizzati per I’ortogonalita

0 In generale nei metodi proiettivi si ricerca una soluzione
approssimata in £ tale che il vettore residuo ¢ ortogonale a .

(condizioni di Petrov - Galerkin)



Metodi proiettivi

O Soluzione approssimata Xn=Xo+Yn Con Yy € /(

O Residuo m-simo

r =b—Ax =r,—Ay 1

0O Se definisco: vl,vz,...vm:basedi/ e wl,wz,...wm:basedio/

m
. _ ) A
0 Esprimoycome: Ym = Z ZiV; =V, 2 PRl
i=1
] [ ) o A Y o rnew rO
O La relazione di ortogonalita diventa:
_C <

w! (r,—Ay_)=0 i=1,..m 0
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Metodi proiettivi

0O In forma matriciale:

wW_"(r,—AV_z)=0

T < . - . .
0 Postoche W ' AV_ siainvertibile posso esprimere il
vettore dei coefficienti come:

=W, AV, ]'w,r,

m

O La soluzione approssimata sara:

X, = %, +V, (W, AV, J'w, T

m
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Metodi proiettivi sugli spazi di Krylov

0 Una delle scelte piu adottate per £5ono gli spazi di Krylov di
dimensione m associato ad A

A (V,) = span{v1 LAV, ANV AL, AT Y, }

0 Possono essere fatte diverse scelte per .« uno degli approcci piu
vquidi e basato sull’utilizzo del sottospazio di Krylov associato a
A

< (W,) = span {Wl JATW,, (AT )2 w,, (AT )3 W, yeus (AT )m_l W, }

0 Un metodo proiettivo e detto ortogonale se £#=.«, obliquo
altrimenti
O Tutti 1 metodi proiettivi sono in origine metodi di

ortogonalizzazione del residuo costruito nello spazio di Krylov
A, per rispetto allo spazio ausiliario.<,. Alcuni sono anche

metodi di minimo del residuo r,, in una norma opportuna



S
GMRES

0 Determina la soluzione del sistema lineare
AX=D
minimizzando la norma del residuo
r.=b—Ax_
su tutti 1 vettori X, scritti come

m
Xg+ Ky =Xy + ElZiVi

dove X, & un vettore arbitrario iniziale e £, & il sottospazio di
Krylov generato dal residuo iniziale

K. (r,)=span {ro, Ar,, A’r,, A1y ey AT ro}



S
GMRES

1. Ortogonalizazione della base

2. Minimizzazione della norma del residuo

0
3= ||lroll. v1 = —
3 =||rol|. v1 3

cok=1,m

1. We4+1 = _-‘-JL”U},,:

2 poj=1.k—1
I
3. hip = Wy, 1Y
4 W41 = We41 — h-l_;i;.;'l.?__;i
5. END DO
6. hrtir = [[wWet1lli Vi1 = W1/ Ptk

Gram Schmidt

EMD DO



O | vettori generati con questo procedimento verificano la
seguente relazione k-+1

Av, =Y h,v,
j=1
che puo essere riscritta in forma matriciale:
AV, =V, H,
A Vin Ve Hpn

[n X n] [N X m] [n x (m+1)] [(m+D) xm]




0 La matrice H e una matrice di Hessenberg ovvero ha la

struttura seguente:
_h1,1 h, Mz hy  hys o2 ot i m |
hyy hyy hyy hy,  hys Ny mo2 Ny -1 hy
0 hy, M3 hy,  hys Ny o2 Ny o hy
0 0 hy;  hyy  hys Ny moa Ny mo1 hy
0 0 0 hs, D5 N o2 Ns -1 hs
0 hpoamt Mossmar Mocama Pooam
0 Nooim—z Mocimar Do
0  H— Ny
| 0 0 hm+1,m_




Minimizazione della norma del residuo

I = b — AXm :Vm+1[ﬂel o Hmz]
con f= HV1H e e = [1;0;...;0]T
=y > Il =186, - H(@

FATTORIZZAZIONE QR:

Qualunque matrice H puo essere fattorizzata nel prodotto di una
matrice ortogonale Q per una matrice triangolare alta R

H, | - Q

[(m+1) x m] [(m+1) x (m+1)]
[(m+1) X m

00...00




Minimizazione della norma del residuo
FATTORIZZAZIONE QR:

Qualunque matrice H puo essere fattorizzata nel prodotto di una
matrice ortogonale Q per una matrice triangolare alta R

H. _ Q
[(m+1) x m] [(m+1) x (m+1)]
[(m+1) x m

00...00

min|Be, — H,,z| = min|Se, — QRz| = min|g - Re|

con g=/Q'e,



Minimizazione della norma del residuo

0 La matrice R assume la forma

r1,1 r1,2 oo r1,m—1 r1,m
0 ) . M m-1 -
0 . . : .
R =
0 O r.m—l,m—l r.m—l,m
0 0 0 Mo
0 0 0 0

0 La soluzione a min|g — Rz| si ottiene risolvendo Rz=§
dove R e ottenuta da R eliminando I’ultima riga e § sono
le prime m componenti di g



Minimizazione della norma del residuo

0 Ilsistema Rz= J ¢ quadrato di piccole dimensioni e la
matrice del sistema ¢ triangolare alta: quindi ¢ di semplice
risoluzione utilizzando il metodo della sostituzione
all’indietro

0 Infine si noti cheJ(2) = Hb — AX H assume come valore
minimo ‘gmﬂ‘
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Algoritmo

ALGORITHM: GMRES

Input: o, A, b, kyax, toll

o
Wro=0—Axp, k=0, po=|rafl, 3= po, v1 = 3
W wHILE pr. > toll ||B]| anD k< kmax DO 3\
1. k=k+1
2. Vk4+1 = Al‘-‘k
3. poj=1k . .
ho — o ortogonalizzazione
gk = V41U
V1 = Vg1 — h._i';i'ﬁ..i'
END DO
4. hpgr ke = [|Vetall
5. vrt1 = UVky1/hrrik J
6. zp = argmin||Je; — Hyz||

7. e = |||3E1 — szk”
B cnD WHILE
W r, =xo+ Vizg




Osservazioni finali

0O GMRES ¢ ottimo nel senso che minimizza il residuo su un sottospazio di
dimensione crescente (proprieta di terminazione finita)

0 GMRES ¢ un metodo MOLTO costoso:

1. Memorizzazione: ¢ necessario mantenere in memoria tutti i vettori
della base di Krylov e tutta la matrice H , (long-term recurrence)
2. Costo computazionale: il costo della ortogonalizzazione di

Gram-Schmidt cresce all’aumentare del numero di iterazioni

O Nelle applicazioni si definisce a priori un numero massimo p di vettori
che possono essere memorizzati. Dopo p iterazioni si calcola
Papprossimazione x; si cancellano tutti i vettori dello spazio di Krylov e
si riparte con un nuovo spazio di Krylov avente come vettore generatore
r,=b-Ax,

0O In questo modo pero si perde la proprieta di ottimo con conseguente
rallentamento del metodo

O Lucky breakdown



Convergenza

O Supponiamo per semplicita che
A=VAV ™

dove A ¢&la matrice diagonale degli autovalori e le colonne
di V sono i vettori normalizzati di A. Allora

= minVo, (AN -] < i (1)
oppure H H ‘
H—K( )nlljinmax‘pk(/li)‘

k

0 La matrice V puo essere mal condizionata

O Non ¢ possibile porre in relazione la convergenza del
GMRES con la distribuzione degli autovalori di A in modo
semplice



Precondizionamento

O Il precondizionamento ¢ fondamentale per il successo dei metodi
proiettivi basati sugli spazi di Krylov in applicazioni di fluidodinamica

O E’ possibile usufruire di 3 diverse modalita di precondizionamento:
1. Left-preconditioningg M 'Ax=M""b
K., = spanfry, M~ Ay, (M7 A1y (M A, |

residuo precondizionato: y, =M™ (b — AX,, ) I

2. Right-preconditionig: AM™'u=b U= Mx
- 1\ _1 \m-1
K = span{rO,AM 't (AM i, oo (AM ) rﬂ}
residuo precondizionato: Y, = (b — AX,, ) =T,

3. Split-preconditionig: L 'AU'u=L"b x=U"u



Precondizionamento

Q 1l precondizionamento piu che ridurre il numero di
condizionamento di A serve a raggruppare gli autovalori
lontano dall’origine

O Precondizionatori piu comuni:
1. Diagonale: M = diag(”Ai H) con Al la i-sima riga di A

2. Decomposizione ILU

3. Approssimate dell’inversa

O Costo computazionale: invece di applicare A € neccessario
applicare a un vettore (step 2) come

t=Av, Mv,,, =t



Precondizionamento

O Profilo di convergenza del GMRES applicato ad una matrice molto
piccola (n=27) con due diversi precondizionatori e diverse scelte per il
parametro di restart nrest

1|:|:| T T T T T T T T
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107 .
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) Hﬁ"“ﬂ-‘.‘ ‘m'
107
'HH‘HH*H.
107"
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¥——x |LL, nresi=1

r E3--—O LU, nresi=5 7
1wt bl )(5( i
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0

107

[Ir_kl|

1077

107 b

numero d |1E!raz|-::ln|



Metodi proiettivi non ortogonali per

sistemi non simmetrici

O Non consentono una previsione teorica a priori dell’errore

O Sono basati su uno schema con costo computazionale per singola
iterazione fissato (short term recurrence)

O La soluzione approssimata:
X, =X, +V,Z

con:

=W, Av, ]'w, T,

m

T
0 IDEA: scegliere V_ e W_ in modo che WAV sia tridiagonale e
quindi il sistema

W_"AV_z=W_'r,

sia risolvibile agevolmente mediante I’algoritmo di Thomas



Metodo di Lanczos

A (V,) = span {v1 LAV, Al AL, AT, }
-7 (W,) = span {Wl JATw,, (AT )2 w,, (AT )3 W, geees (AT )m_l W, }
0  Generiamo due basi per £ e.< tali che

wiv. =6 Due successioni che soddisfano
tale relazione sono dette
biortogonali

O  Le basi per un sottospazio di Krylov associato ripettivamente ad A e ad AT
possono essere calcolate mediante

k
Vil = AVk — Zlhjkvj
J:

K ~
Wy = AV, — Zlhjkvj
J:



Metodo di Lanczos

a=0 con j <k+1

h, =w!Av ~
NJk J ‘ :> hjk = hkj

Vi = con j <k+1 hjk _ VJT ATWk

H=H"
Due matrici di Hessenberg sono uguali :> h jk = hkj =0 Vj<k-1
solo se sono tridiagonali

a, =h,=h o
,Bk hk,k ok Vi = AV —a Vi = B Vi Short term
k = -1,k :>
~ Ny —_ AT recurrence
5. =h W = AW, —a W, — 0 W,
k k-1,k
Affinché WI +1Vis; =1 scaliamo opportunamente

V _ Vk+1 _ Vk+1 W _ VVk+1 _ VVk+1
k+1 — k+1 — -
7/ 5k+1 7/ ﬂk+1

Vv w




Metodo di Lanczos

1. Choose v; and wy such that u:'{vl =1
2. Set By =80 =0and vp=wy =0
3. Dok=1,....,m
4. ap = w}:xﬁlvk
5 Upy1 = Avg — apvr — Brvi_1
6. Wpy1 = AT uy, — apwp — dpwe_1
7. Choose 841 and dgyq such that B0 = ﬂ:§+1%k+1
8. Vi1 = Vpy1/Opp1
9. Wi 11 = Wiy 1/ Bry
10, EnD Do
o2
5k+1 Wk+1Vk+1
Wk+1Vk+1

ﬁk+1
5k+1



Metodo di Lanczos

O  L’aspetto piu interessante ¢ che consente di aumentare la dimensione delle
basi di £ eo<Z usando solo gli ultimi 2 vettori della base;

O  Vengono memorizzati solo a,, B, e o, e invece di tutti gli h, come avveniva
nel GMRES ovvero vengono memorizzati solo 3 vettori invece di una matrice
di Hessenberg;

O  cisono piu probablllta di Breakdown rispetto al GMRES: I’algoritmo si
blocca quando W, V.., =0  ovvero se:

vV, =0 Lucky breakdown X, =X

v W, =0 X =X
va“ § 3 3 m algoritmi
v W Vi, =0 A Vv, #0 W, #0 Serious breakdown I:> Look-ahead

Lanczos



Algoritmo non simmetrico di Lanczos
per sistemi non simmetrici

Vi = AV, —a vy — BV,

y Ve Vi :> AV, = BV + Yy + 0 Vi
kK+1 — _ _
Y, O k=1,...,m
AV, =V  T.
o 5 -
5: az B, II: Vm+1T V T + 5m+lvm+1
_Frn — .. .. ..
§m—1 am—l ﬂm @
5m am
-
5m+1_ W AV WmeTm + 5m+1Wm Vm+1

T@_




Algoritmo Two-sided Lanczos

1. Compute rp = b— Az

B =|lroll2

]

3. Set vy =rg/B and wy; = vy

4. Do m=1,... until convergence

h. Compute vy, v2,..., vy and wy, we,. .., wy with Algorithm 2
6. z= T 1e

7. T = xp + Vinz

8.  EnD Do

0 L’adozione dell’algoritmo two-sided di Lanczos per costruire le basi
biortogonali per £ ¢ - in un metodo proiettivo porta alla soluzione

di un sistema tridiagonale di dimensione crescente ad ogni step
dell’algoritmo



Il metodo del gradiente biconiugato (BICG)

O E’ basato sul processo two-sided di Lanczos:

1. Dato un vettore arbitrario !y non ortogonale a r, costruisce 2 sets di
vettori V,,...,V, EK(A,FO) e W,...,W, E/(AT,ﬁ)) tali che

LV
W; V; =9

2. In forma matriciale:
_ T _ ~ T _
AVk _Vk+1Tk+1,k A Wk _Wk+1Tk+1,k Vk Wk Ik
O La relazione per la soluzione approssimata ¢
X, =X, +V,Z,

O Tra le diverse scelte che si possono effettuare per il vettore

z,, BiCG impone
n=r—-AV,z, L W,

W, 'r,-W, AV,z, =0




Il metodo del gradiente biconiugato (BICG)

WAV, =T,

:> Tz, = pe, :> Xm = Xo"‘ﬂvaanlel

W,'r, = HrﬁHel = pe,

0 BiCG utilizza la fattorizzazione LDU per T, in modo da rendere
P’algoritmo two sided di Lanczos ancora piu efficiente dal punto di
vista computazionale

T—l — U—l L—l
P =V U > |x,=x,+P,a,
a‘m = nglﬂel




Il metodo del gradiente biconiugato (BICG)

O Visto il ruolo duale delle basi v, e w, ¢ possibile definire il
sistema duale A'x =b"e il corrispondente residuo tale
che 1"/ Wi e posto Po =W, L | si pud dimostrare che i
vettori Pie Pi sono mutuamente A-ortogonali

O Per tale motivo il metodo illustrato ¢ detto gradiente bi-
coniugato (Bi-CG)



_—
Algoritmo BICG

1.  Compute 1 = b— Az and choose 7§ such that vfrf # 0
2. Set py = 1 and pj = 1}

3. Do k=0,...until convergence

4

T T
ar = 1" /PR Apy

o

T4l = Tk T QP

6. e+l = e — apdp;,
7. o = e — ar AT pj,
8. Br = T§+1TTR+1/T’ETT’!¢
9, P = Tk41 T By

10. Pp = T‘E+1 + Brpy,

11. Enp Do

0O Ad ogni step € richiesta I’implementazione del prodotto per AT

O La convergenza ¢ tipicamente oscillante con ampie variazioni della
norma del residuo



-
Algoritmo BICG stab

0 Il motivo ¢ legato a come sono calcolati o, e B, :
*T *T 2 ~ *T *T
Pe=N L=l & (A)ro :> P =" Yk (A) k(A)rO =Ty Iy

Compute rp = b — Az and choose v arbitrary

—

b2

Set pg = 1

3. Do k=0,... until convergence
~ =T

4 ar = pr/15" Apy

_ 1. La convergenza ¢ stabilizzata
S = T — o Apy,

6. wi = sT Asp/ (Asp) T Asy 2. Non ¢ necessario il prodotto per AT
7. Tp+1 = T + Qppy, + WeSk
S, Te+1 = Sp — wrAsg
9. Prt1 = 75 Tt
10. Br = Prt1ak/ prwr
11. Prit = Tkl t Bepr — welBrApy

12. EnDp Do




