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Risolvere sistemi di equazioni lineari

Metodi Diretti

Data una matrice quadrata A di ordine n e i vettori colonna x e b, si vuole
risolvere il seguente sistema di equazioni lineari:

Ax=Db

con un metodo diretto in cui il numero di passi per giungere alla soluzione
x & fissato.

o Sistemi diagonali e triangolari
o Eliminazione di Gauss
e Fattorizzazione LU (Crout)

o Fattorizzazione di Cholesky
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Risolvere sistemi di equazioni lineari

Sistemi DIAGONALI

1. peri=1,..,n

2 x; =bi/a;,
3: fine per

In MATLAB:

> A=1[100; 050; 00 8]

>> b = [12; 33; 36]

>> x = b./diag(A)

x =

12.0000

6.6000

4.5000
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Risolvere sistemi di equazioni lineari

Sistemi TRIANGOLARI

Se la matrice A é triangolare inferiore, il sistema Ax = b si risolve
mediante sostituzioni in avanti:

1. 1 = bl/an

2: peri=2,..n

3: T = (bi — ZJ 1 a,Ja:]> /@i
4: fine per

Se la matrice A & triangolare superiore, il sistema Ax = b si risolve
mediante sostituzioni all'indietro:

1 n = bn/ann

2: peri=n-—1,.,1

3: T, = (bz — Z;’L:i-&-l aijxj) /aii
4: fine per
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Risolvere sistemi di equazioni lineari

Sistemi TRIANGOLARI - SOSTITUZIONE IN AVANTI

function x=avanti(A,b)
[7,n]=size (A);
x=zeros(n,1);
x(1)=b(1)/A(1,1);

for i=2:n
somma = 0.;
for j=1:i—-1
somma = somma + A(i,j)*x(j);
end
x(i)=(b(i)— somma)/A(i, i);
end
end
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Eliminazione di Gauss

Algoritmo

1
2
3
4.
5:
6.
7
8

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

cperk=1,.

per j = k + 1
Ukj = a’kg
fine per
k—1 k—1
= ol
peri=k+1,..,n
per j=k+1
Uen) (kD)
a;;° = ukja’zk — Ay
fine per
bgk) CrQ
fine per
fine per
ITn = Yn
peri=n—1,.,1
Ti = Yi = DG Wi
fine per

)/(kl

a{k=1) _ p(k=)

i

v
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N
Eliminazione di Gauss

function [U,x]=gauss(A,b)
% GAUSS Soluzione sistema lineare Ax=b con

% eliminazione di Gauss

% [L,x]=gauss(A,b) memorizza in U il fattore
% triangolare alto della fattorizzazione LU
% di A e in x la soluzione di Ax=b

[m, n]=size (A);
if m"=n
error(’'La matrice deve essere quadrata')

end
c = zeros(n,1);
U= eye(n);
for k=1:n
for j=k+1:n
Uk, j)=A(k,j)/A(k, k) ;
end
c(k)=b(k)/A(k,k);
for i=k+1:n
for j=k+1:n
A( =0k, J)*A(T k)=A(T L))
end
b(i)=c(k)*A(i, k)=b(i);
end
end
% Sostituzioni all "indietro
x(n) = c(n);

for i=n—1:-1:1
x(i)=c(i)=U(i,(i+1):n)*x((i+1):n)");

end
end
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Fattorizzazione di Crout

@ La matrice A viene fattorizzata come A = LU dove L & una triangolare
inferiore e U & una triangolare superiore con diagonale unitaria.

o La fattorizzazione triangolare di Crout € un metodo diretto.

@ |l sistema lineare Ax = b pud essere scomposto in due sistemi trian-
golari da risolvere a cascata:
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Fattorizzazione di Crout

Algoritmo

OONQOR W

lin = a1
perj=2,..,n
uy; = ayj/lin

fine per
peri=2,..,n
lin = a1

perj =2,..,1% )
lij = a;j — Efc;i likUky
fine per
perj=:+1,..,n
wij = (aij -id likukj) /i
fine per
fine per
y1 = b1/l11
peri=2,..,n
Yy = (bi - Z;;i lijyj) /lii
fine per
Tn = Yn
peri=n—1,..,1
Tp = Yi — i1 Wi T
fine per

v

Claudia Zoccarato

Calcolo Numerico - Laboratorio 11

Aula “G. Taliercio” - 17/05/2017



Fattorizzazione di Crout

Istruzioni MATLAB

function
% CROUT Soluzione

[L,U,x]=crout(A,b)
sistema lineare Ax=b con

% fattorizzazione LU
% [L,U,x]=crout(A,b) memorizza in L e U il fattore
% triangolare basso e alto della fattorizzazione LU
% di A e in x la soluzione di Ax=b
[m, n]=size (A);
if m=n
error(’'La matrice deve essere quadrata')
end
U = eye(n);
L = zeros(n);
x = zeros(n,1);
y = zeros(n,1);
L(1,1)=A(1,1);
U(1,2:n)=A(1,2:n)/L(1,1);
for i=2:n
L(i,1)=A(i,1);
for j=2:i
LT i)=AG 1) —=(L(i 12§ —1)xU(1:) ~1,]));
end
for j=i+1:n
UG 5)=(AG 1) —=(L(i 15T =1« (150 =1,]))) /L(i i)
end
end
... % Sostituzioni in avanti e all "indietro
end
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Fattorizzazione di Cholesky

Se la matrice A & simmetrica e definita positiva si pud applicare la fattorizzazione

di Choleshy: A = LLT

Algoritmo
1 0, = Vail
2: peri=2,..,n
3: li1 = a;1/lin
4: fine per
5: perj=2,..,n
B _ j—1 ;2
6: 1= \Jag; - Tisi Gk
7: peri=j+1,..,n
. j—1
8 lig = (ass = 920 Liklyk) /1
9: fine per
10: fine per

110y =b1/i1

12: peri=2,..,n )

13: yi = (bi - Z};i lijyj) /lii
14: fine per

15: Tn = Yn/lnn

16: peri=n—1,..,1

17: T = (y1 - it ljz‘zj) /i
18: fine per
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Fattorizzazione di Cholesky

ESERCIZIO - Istruzioni MATLAB

function [L,x]=cholesky(A,b)
% CHOLESKY Fattorizzazione LL"(T) della

% matrice A per la soluzione del sistema lineare Ax=b
% [L,x]=choleschy(A) restituisce in L il fattore

% triangolare basso della fattorizzazione LL("T) e in

% x la soluzione di Ax=b

[m, n]=size (A);
if m=n
error('La matrice deve essere quadrata’)
end
lambda=eig (A);
if any(imag(lambda)™=0 | (real(lambda)<0))
error(’'La matrice deve essere definita positiva')

end
% Inizializzo L
% Elemento (1,1) di L
% Prima colonna di L
for j=2:n
end

% Sostiuzioni Avanti
% Sostituzioni Indietro
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-
Funzioni utili di MATLAB

Funzioni MATLAB predefinite per la fattorizzazione LU di una matrice A.

>> [L,U] = 1u(p) restituisce le matrici triangolare inferiore L
e superiore U ottenute da fattorizzazione di
Doolittle (se non sono necessarie permutazioni).
Se ci sono scambi di righe, restituisce la matrice
triangolare superiore U mentre in L restituisce
il prodotto di matrici triangolari inferiori e
matrici di permutazione

>> [L,U,P] = 1u(A) L e U sono triangolare inferiore e superiore
mentre P & la matrice di permutazione tale che
PA=LU

>> U=chol(A) function che esegue la fattorizzazione di Choleshy.

In U viene restituita la matrice triangolare
superiore tale che UTU = A

>> L=chol(A,’lower’) function che esegue la fattorizzazione di Choleshy.
In L viene restituita la matrice triangolare
inferiore tale che LLT = A
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L'operatore \

Data una matrice quadrata A di ordine n e i vettori colonna x e b, si vuole
risolvere il seguente sistema di equazioni lineari:

Ax=Db

con un metodo diretto in cui il numero di passi per giungere alla soluzione
X & fissato.

e In MATLAB, I'operatore di divisione \ (backslash) permette di risolvere
il sistema lineare Ax =b

@ Se b ¢ il vettore termine noto memorizzato come vettore colonna allora
I'istruzione x = A\Db restituisce in x la soluzione del sistema lineare.

@ |l metodo applicato per risolvere il sistema dipende dalla tipologia della
matrice A.

@ L'operatore \ si basa su metodi diretti.

v
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L'operatore \

ESEMPIO

>> A [123; 456; 78 0]
>> b = [12; 33; 36]

> x=A\D

x =

4.0000

1.0000

2.0000
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|
ESERCIZI

@ Implementare la function sindietro che data una matrice A triangolare superiore
e un vettore b risolva il sistema Ax = b con il metodo di sostituzione all'indietro.
Utilizzare la function per risolvere Ax = b con A:

2 6 4
A= 0 -3 0
0O 0 -3
e b =[10,-6,3]".
@ Data la matrice A:
1 -1 -1
A= -1 2 0
-1 0 3

fattorizzare secondo Choleky A = LLT e risolvere il sistema Ax = b con b =
[1,1,1]7 mediante i due sistemi triangolari:

Ly=b
LTx = y
con sostituzioni in avanti e all'indietro.
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ESERCIZI
© Data la matrice A;
4 2 1 1
3 2 4 6
A= 18 9 3 2
2 4 6 10

fattorizzare usando la function 1u. Risolvere il sistema lineare Ax = b
con b = [8,15,32,22]7 mediante sostituzioni in avanti e all'indietro
(permutare in modo opportuno il termine noto b).

@ Fattorizzare secondo Cholesky la matrice A:

16 -8 4
A= -8 20 4
4 4 12.25

Sfruttare la fattorizzazione per vericare che det(A)=det(L)>.
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