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Risolvere sistemi di equazioni lineari

Metodi Iterativi

Data una matrice quadrata A di ordine n non singolare e il vettore b
(b ∈ Rn), si vuole trovare un’approssimazione del vettore x (x ∈ Rn) tale
che

Ax = b

con un metodo iterativo.

Si parte da un’approssimazione iniziale della soluzione del sistema, x0,
e, attraverso un procedimento iterativo si ottiene un’approssimazione
della soluzione, x, con un certo grado di accuratezza.
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Risolvere sistemi di equazioni lineari

Metodi Iterativi

Dato il sistema lineare
Ax = b

e introducendo l’equazione vettoriale

f(x) = b−Ax

la soluzione di f(x) viene cercata mediante un metodo di punto fisso. Lo
schema di punto fisso che ne consegue è il seguente:

x(k+1) = g(x(k))

con x(0) vettore iniziale.
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Risolvere sistemi di equazioni lineari

Metodi Iterativi stazionari

La funzione g(x) può essere del tipo:

g(x) = (I − CA)x + Cb

C è una matrice opportuna che caratterizza il metodo

Nei metodi stazionari la matrice che moltiplica x e b non varia al
variare delle iterazioni

La matrice E = (I − CA) è detta matrice di iterazione del metodo
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Risolvere sistemi di equazioni lineari

Metodi Iterativi stazionari

La scelta della matrice C caratterizza la matrice di iterazione E e, quindi,
il metodo iterativo. Metodi iterativi stazionari:

Jacobi
Ej = F−1(M +N)

Gauss-Seidel
Es = (F −M)−1N

Rilassamento

Eω = (F − ωM)−1((1− ω)F + ωN)

Nota: la matrice A è scomposta nella somma di tre matrici A = F−M−N
con F matrice diagonale, −M triangolare bassa con diagonale nulla e −N
triangolare bassa con diagonale nulla.
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Metodo di Jacobi

Introducendo in
x(k+1) = g(x(k))

la funzione vettoriale

g(x) = (I − CA)x + Cb

e sapendo che
Ej = F−1(M +N)

il metodo di Jacobi è:

x(k+1) = Ejx
(k) + F−1b

È possibile implementare il metodo costruendo la matrice di iterazione
(implementazione 1) oppure risolvendo componente per componente
(implementazione 2).
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Metodo di Jacobi

Implementazione 1

x(k+1) = (I − F−1A)x(k) + F−1b

Implementazione 2

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 i = 1, . . . , n

Criterio di arresto: ‖x(k+1) − x(k)‖ < toll oppure k > itmax.
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Metodo di Jacobi

SCRIPT - MATLAB

c l e a r v a r i a b l e s
c l o s e a l l
% So l u z i o n e d e l s i s t ema l i n e a r e Ax=b con metodo d i J a cob i
% Inpu t DATA
A = load ( ’ ma t r i c e . dat ’ ) ;
b = load ( ’ tno to . dat ’ ) ;
x0 = load ( ’ x i n i z i a l e . dat ’ ) ;
t o l l = 10ˆ(−8) ;
i tmax = 150 ;
% Aper tu ra f i l e d i output
f i d=fopen ( ’ r i s u l j a c o b i . dat ’ , ’w ’ ) ;
% Chiamata a l l a f u n c t i o n j a cob
[ xnew , i t e r , s c a r t o , a s i n t , v e l c o n v ] = j a c o b i 2 (A, b , x0 , itmax , t o l l ) ;
% Stampa d e l l a s o l u z i o n e
ST = [ 2 : i t e r ; s c a r t o ( 2 : i t e r ) ’ ; a s i n t ’ ; v e l c onv ’ ] ;
f p r i n t f ( f i d , ’%5s %12s %12s %12s \n ’ , ’ i t e r ’ , ’ s c a r t o ’ , ’ a s i n t ’ , ’R ’ ) ;
fmt=[ ’%5d ’ repmat ( ’%12.7 e ’ , 1 , 3 ) ’\n ’ ] ;
f p r i n t f ( f i d , fmt , ST ’ ) ; f c l o s e ( f i d ) ;
% P r o f i l o d i conve rgenza
s em i l og y ( 2 : i t e r , abs ( s c a r t o ( 2 : i t e r ) ) , ’−∗b ’ ) ;
% Ca l c o l o r a g g i o s p e t t r a l e ma t r i c e d i i t e r a z i o n e Ej
[ ˜ , n]= s i z e (A) ;
F inv=d i ag ( 1 . / d i ag (A) ) ;
EJ=(eye ( n )−F inv∗A) ;
r a g g s p e t t=max( abs ( e i g (EJ ) ) ) ;
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Metodo di Jacobi

FUNCTION JACOBI Implementazione 1 - MATLAB

f u n c t i o n [ xnew , i t e r , s c a r t o , a s i n t , v e l c o n v ] = j a c o b i 2 (A, b , x0 , itmax , t o l l )
%j a c o b i Metodo d i J a cob i
% [ xnew , i t e r , s c a r t o , a s i n t , v e l c onv , n ] = j a c o b i (A, b , x0 , itmax , t o l l ) ;
%
% Dat i d i I npu t :
% A: ma t r i c e quadra ta d e l s i s t ema l i n e a r e
% b : t e rm ine noto d e l s i s t ema l i n e a r e
% x0 : app r o s s imaz i on e i n i z i a l e
% t o l l : t o l l e r a n z a r i c h i e s t a
% itmax : numero massimo d i i t e r a z i o n i
%
% Dat i d i Output :
% xnew : s o l u z i o n e a l l ’ u l t ima i t e r a z i o n e
% i t e r : numero i t e r a z i o n i e f f e t t u a t e
% s c a r t o : v e t t o r e d e g l i s c a r t i
% a s i n t : s t ima r a g g i o s p e t t r a l e
% v e l c o n v : v e l o c i t conve rgenza metodo
% n : o r d i n e d e l l a ma t r i c e A
%
[m, n]= s i z e (A) ;
i f m̃ =n

e r r o r ( ’ La ma t r i c e deve e s s e r e quadra ta ’ )
end
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Metodo di Jacobi

FUNCTION JACOBI Implementazione 1 - MATLAB

% I n i z i a l i z z a z i o n i d e l l e v a r i a b i l i
x o l d=x0 ; % Impongo v a l o r e i n i z i a l e d i x o l d
s c a r t o=ones ( itmax , 1 ) ; % I n i z i a l i z z o i l v e t t o r e d e l l o s c a r t o
i t e r =1; % I n i z i a l i z z o c on t a t o r e d e l numero d i i t e r a z i o n i
xnew=ze r o s (n , 1 ) ; % I n i z i a l i z z o i l v e t t o r e d e l l a s o l u z i o n e xnew
F=d iag ( d i ag (A) ) ;
EJ=−i n v (F)∗(A−F) ;
q=i n v (F)∗b ;
% C i c l o wh i l e
wh i l e s c a r t o ( i t e r )> t o l l && i t e r<=itmax

i t e r=i t e r +1;
xnew=EJ∗xo l d+q ;
sc=xnew−xo l d ;
s c a r t o ( i t e r )=norm ( sc , 2 ) ;
x o l d=xnew ;

end
a s i n t=s c a r t o ( 2 : i t e r ) . / s c a r t o ( 1 : i t e r −1) ;
v e l c o n v=−l og10 ( a s i n t ) ;
end
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Metodo di Jacobi

FUNCTION JACOBI Implementazione 2 - MATLAB

f u n c t i o n [ xnew , i t e r , s c a r t o , a s i n t , v e l c o n v ] = j a c o b i (A, b , x0 , itmax , t o l l )
%j a c o b i Metodo d i J a cob i
% [ xnew , i t e r , s c a r t o , , a s i n t , v e l c onv , n ] = j a c o b i (A, b , x0 , itmax , t o l l ) ;
%
% Dat i d i I npu t :
% A: ma t r i c e quadra ta d e l s i s t ema l i n e a r e
% b : t e rm ine noto d e l s i s t ema l i n e a r e
% x0 : app r o s s imaz i on e i n i z i a l e
% t o l l : t o l l e r a n z a r i c h i e s t a
% itmax : numero massimo d i i t e r a z i o n i
%
% Dat i d i Output :
% xnew : s o l u z i o n e a l l ’ u l t ima i t e r a z i o n e
% i t e r : numero i t e r a z i o n i e f f e t t u a t e
% s c a r t o : v e t t o r e d e g l i s c a r t i
% a s i n t : s t ima r a g g i o s p e t t r a l e
% v e l c o n v : v e l o c i t conve rgenza metodo
%
[m, n]= s i z e (A) ;
i f m̃ =n

e r r o r ( ’ La ma t r i c e deve e s s e r e quadra ta ’ )
end
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Metodo di Jacobi

FUNCTION JACOBI Implementazione 2 - MATLAB

% I n i z i a l i z z a z i o n i d e l l e v a r i a b i l i
x o l d=x0 ; % Impongo v a l o r e i n i z i a l e d i x o l d
s c a r t o=ones ( itmax , 1 ) ; % I n i z i a l i z z o i l v e t t o r e d e l l o s c a r t o
i t e r =1; % I n i z i a l i z z o c on t a t o r e d e l numero d i i t e r a z i o n i
xnew=ze r o s (n , 1 ) ; % I n i z i a l i z z o i l v e t t o r e d e l l a s o l u z i o n e xnew
% C i c l o wh i l e
wh i l e s c a r t o ( i t e r )> t o l l && i t e r<=itmax

i t e r=i t e r +1;
f o r i =1:n

som1=A( i , 1 : i−1)∗xo l d ( 1 : i−1) ;
som2=A( i , i +1:n )∗xo l d ( i +1:n ) ;
xnew ( i )=(b ( i )−som1−som2 ) /A( i , i ) ;

end
sc=xnew−xo l d ;
s c a r t o ( i t e r )=norm ( sc , 2 ) ;
x o l d=xnew ;

end
a s i n t=s c a r t o ( 2 : i t e r ) . / s c a r t o ( 1 : i t e r −1) ;
v e l c o n v=−l og10 ( a s i n t ) ;
end
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Metodo di Seidel

Implementazione 1

x(k+1) = (F −M)−1Nx(k) + (F −M)−1b

Implementazione 2

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j


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ESERCIZIO - Metodo di Seidel

Implementare in MATLAB il metodo di Seidel per risolvere il sistema Ax =
b con gli algoritmi 1 e 2. Verificare che i risultati siano equivalenti utiliz-
zando la seguente matrice di prova A e il termine noto b:

A =



4 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 −1 0 0 0 0
0 −1 4 0 0 −1 0 0 0
−1 0 0 4 −1 0 −1 0 0
0 −1 0 −1 4 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1 4 0 0 −1
0 0 0 −1 0 0 4 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 4


b =



100
100
200
0
0

100
0
0

100


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ESERCIZIO - SOR

Implementare il metodo di sovrarilassamento (SOR) per risolvere il sistema
lineare Ax = b dove la matrice A e il vettore b possono essere scaricati
nella pagina moodle del corso nella cartella Lab 12. Si fissi la tolleranza per
il criterio di uscita dal ciclo pari a con toll = 10−8.

1 Si risolva il sistema dapprima con il metodo di Seidel (ω = 1)

2 Si stimi la costante asintotica di convergenza λ1,(S) utilizzando il rap-
porto tra la norma euclidea degli scarti a due iterazioni successive.

3 Nel caso di Seidel, si riporti in un grafico semilogaritmico la norma
euclidea ‖d(k)‖ in funzione di k e si calcoli λ1,S utilizzando il valore
della pendenza del segmento rettilineo del grafico. Si calcoli il valore
di ωopt dato da:

ωopt =
2

1 +
√

1− λ1,S
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ESERCIZIO - SOR

3 Partendo da ω = 1.5 e finendo con ω = 1.9 con passo ∆ω = 0.01 si
risolva il sistema per i diversi valori di ω. Il modo migliore di procedere
è quello di costruire una FUNCTION che implementa il metodo SOR
per un dato valore di ω. Una volta che questo è stato verificato, si
procede più facilmente a implementare un ciclo per i diversi valori di ω
richiesti.

4 Si riporti in un grafico il numero di iterazioni al variare di ω e si stimi
il valore approssimato di ωopt.
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Note sull’implementazione di SOR

Implementazione 1 - componente per componente

x
(k+1)
i = (1−ω)x

(k)
i +

ω

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 i = 1, . . . , n
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Note sull’implementazione di SOR - Pseudocodice

1: dati di input: x0, itmax,toll
2: while scarto > toll & iter ≤ itmax
3: iter = iter + 1
4: per i = 1, .., n

5: σ1 =
∑i−1

j=1 aijx
(k+1)
j

6: σ2 =
∑n

j=i+1 aijx
(k)
j

7: δ = 1
ai,i

(bi − σ1 − σ2)− x(k)i

8: x
(k+1)
i = x

(k)
i + ωδ

9: fine per
10: scarto = ||x(k+1) − x(k)||
11: x(k) = x(k+1)

12: fine
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